I. Функция нескольких переменных

План:
1. Понятие функции нескольких переменных
2. Производная и полный дифференциал функции нескольких переменных
3. Производные высших порядков

[bookmark: _GoBack]До сих пор нами рассматривалась простейшая функциональная модель, в которой функция[image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image002.gif] зависит от единственного аргумента. Но при изучении различных явлений окружающего мира мы часто сталкиваемся с одновременным изменением более чем двух величин, и многие процессы можно эффективно формализовать функцией нескольких переменных [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image004.gif], где [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image006.gif] – аргументы или независимые переменные. Начнём разработку темы с наиболее распространенной на практике функции двух переменных [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image008.gif].
Функцией двух переменных называется закон, по которому каждой паре значений независимых переменных [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image010.gif] (аргументов) из области определения соответствует значение зависимой переменной [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image012.gif] (функции).
Данную функцию обозначают следующим образом:
[image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image014.gif] либо [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image016.gif], или же другой стандартной буквой: [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image018.gif]
Поскольку упорядоченная пара значений «икс» и «игрек» определяет точку на плоскости, то функцию также записывают через [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image020.gif], где [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image022.gif] – точка плоскости [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image024.gif] с координатами [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image026.gif]. Такое обозначение широко используется в некоторых практических заданиях.
Геометрический смысл функции двух переменных очень прост. Если функции одной переменной [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image002_0000.gif] соответствует определённая линия на плоскости (например, [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image029.gif]  – всем знакомая школьная парабола), то график функции двух переменных [image: http://www.mathprofi.ru/m/funkcija_dvuh_peremennyh_oblast_opredelenija_linii_urovnja_clip_image014_0000.gif] располагается в трёхмерном пространстве. На практике чаще всего приходится иметь дело с поверхностью, но иногда график функции может представлять собой, например, пространственную прямую (ые) либо даже единственную точку.
Пример 1
Найти частные производные первого и второго порядка функции [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image020.gif]
Сначала найдем частные производные первого порядка. Их две.
Обозначения:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image022.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image024.gif] – частная производная по «икс»[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image026.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image028.gif] – частная производная по «игрек»
Начнем с [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image022_0000.gif]. Когда мы находим частную производную по «икс», то переменная [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0000.gif]считается константой (постоянным числом).
Решаем:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image031.gif]
Комментарии к выполненным действиям:
(1) Первое, что мы делаем при нахождении частной производной – заключаем всю функцию в скобки под штрих с подстрочным индексом.
Внимание, важно! Подстрочные индексы НЕ ТЕРЯЕМ по ходу решения. В данном случае, если вы где-нибудь нарисуете «штрих» без [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image033.gif], то преподаватель, как минимум, может поставить рядом с заданием [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image035.gif] (сразу откусить часть балла за невнимательность).
Далее данный шаг комментироваться не будет, все сделанные замечания справедливы для любого примера по рассматриваемой теме.
(2) Используем правила дифференцирования [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image037.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image039.gif]. Для простого примера, как этот, оба правила вполне можно применить на одном шаге. Обратите внимание на первое слагаемое: так как [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0001.gif] считается константой, а любую константу можно вынести за знак производной, то [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image041.gif] мы выносим за скобки. То есть в данной ситуации[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image041_0000.gif] ничем не лучше обычного числа. Теперь посмотрим на третье слагаемое [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image043.gif]: здесь, наоборот, выносить нечего. Так как [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image006_0002.gif] константа, то [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image043_0000.gif] – тоже константа, и в этом смысле она ничем не лучше последнего слагаемого – «семерки».
(3) Используем табличные производные [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image045.gif] и [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image047.gif].
(4) Упрощаем, или, как я люблю говорить, «причесываем» ответ.
Теперь [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image026_0000.gif]. Когда мы находим частную производную по «игрек», то переменная [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image004_0000.gif] считается константой (постоянным числом).
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image051.gif]
(1) Используем те же правила дифференцирования [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image037_0000.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image039_0000.gif]. В первом слагаемом выносим константу [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image053.gif] за знак производной, во втором слагаемом ничего вынести нельзя поскольку [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image055.gif] – уже константа.
(2) Используем таблицу производным элементарных функций. Мысленно поменяем в таблице все «иксы» на «игреки». То есть данная таблица равно справедлива и дляу (да и вообще почти для любой буквы). В частности, используемые нами формулы выглядят так: [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image045_0000.gif] и [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image058.gif].
В чём смысл частных производных?
По своей сути частные производные 1-го порядка напоминают «обычную» производную:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image500.gif] – это функции, которые характеризуют скорость изменения функции [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image002.gif] в направлении осей [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image501.gif] и [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image502.gif] соответственно. Так, например, функция [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image503.gif] характеризует крутизну «подъёмов» и «склонов» поверхности [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image020.gif] в направлении оси абсцисс, а функция [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image504.gif] сообщает нам о «рельефе» этой же поверхности в направлении оси ординат.
Систематизируем элементарные прикладные правила:
1) Когда мы дифференцируем по х, то переменная у считается константой.
2) Когда же дифференцирование осуществляется по у, то константой считается х.
3) Правила и таблица производных элементарных функций справедливы и применимы для любой переменной (х, у либо какой-нибудь другой), по которой ведется дифференцирование.
Шаг второй. Находим частные производные второго порядка. Их четыре.
Обозначения:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image063.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image065.gif] – вторая производная по «икс»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image067.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image069.gif] – вторая производная по «игрек»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image071.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image073.gif] – смешанная производная «икс по игрек»
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image075.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image077.gif] – смешанная производная «игрек по икс»
Со второй производной нет никаких проблем. Говоря простым языком, вторая производная – это производная от первой производной.
Для удобства я перепишу уже найденные частные производные первого порядка:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image079.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image081.gif]
Сначала найдем смешанные производные:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image083.gif]
Как видите, всё просто: берем частную производную [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image022_0002.gif] и дифференцируем ее еще раз, но в данном случае – уже по «игрек».
Аналогично:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image086.gif]
В практических примерах можно ориентироваться на следующее равенство:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image088.gif]
Таким образом, через смешанные производные второго порядка очень удобно проверить, а правильно ли мы нашли частные производные первого порядка.
Находим вторую производную по «икс».
Никаких изобретений, берем [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image079_0000.gif] и дифференцируем её по «икс» еще раз:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image091.gif]
Аналогично:
[image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image093.gif]
Следует отметить, что при нахождении [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image063_0000.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/f/chastnye_proizvodnye_primery_clip_image067_0000.gif] нужно проявить повышенное внимание, так как никаких чудесных равенств для их проверки не существует.
Вторые производные также находят широкое практическое применение, в частности, они используются в задаче отыскания экстремумов функции двух переменных.
Для тех студентов, которые мужественно добрались почти до конца урока, расскажу старый анекдот для разрядки:
Однажды в пространстве функций появилась злобная производная и как пошла всех дифференцировать. Все функции разбегаются кто куда, никому не хочется превращаться! И только одна функция никуда не убегает. Подходит к ней производная и спрашивает:
– А почему это ты от меня никуда не убегаешь?
– Ха. А мне всё равно, ведь я «е в степени икс», и ты со мной ничего не сделаешь!
На что злобная производная с коварной улыбкой отвечает:
– Вот здесь ты ошибаешься, я тебя продифференцирую по «игрек», так что быть тебе нулем.
Кто понял анекдот, тот освоил производные, минимум, на «тройку»).
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